Manual de Teoria
Teoria del Dano Concentrado.

En la Universidad de Los Andes se ha desarrollado un método que combina la definicion de
la variable de dafo de los medios continuos con el concepto de rotula plastica,
adaptandolos a la teoria de poérticos. Este método permite la simulacion, el modelado del
comportamiento inelastico y dafio en estructuras de concreto armado, y es capaz de hacer el
andlisis para la evaluacion de las mismas.

El modelo se fundamenta en la mecéanica de la fractura, la teoria del dafio continuo y el
modelo de plasticidad concentrada. El mismo describe el comportamiento histerético de un
portico de concreto armado bajo acciones sismicas. Por esta razon, se puede simular el
orden de aparicion de los dafos o grietas y de las deformaciones plésticas de la estructura;
considerando la pérdida de rigidez, la plasticidad, la influencia de la carga axial en el
comportamiento a flexion, secciones asimétricas y el efecto de la fatiga de bajo ciclaje en
elementos de concreto armado.

El analisis estructural de un portico bajo solicitaciones estaticas o dinamicas, puede verse
como un “problema matematico compatiblemente determinado”, siempre y cuando se tenga
el mismo niimero de incdgnitas como de ecuaciones, donde los valores desconocidos y los
datos se relacionan en ecuaciones mediante conceptos, tales como: cinematica de porticos
planos, cinética de los porticos planos, porticos elastoplasticos, la mecanica de la fractura
fragil, teoria del dafio continuo, plasticidad y fractura, entre otros.

Conceptos de la Mecanica de la Fractura.

La aplicacion de solicitaciones produce una degradacion progresiva de las propiedades
mecanicas de la estructura y del material, lo que conlleva a una pérdida gradual de su
resistencia.

En la mecanica de la fractura se supone que el material es elastico, pero se admite la
existencia de fisuras macroscopicas que pueden propagarse. La propagacion de fisuras
conduce a la disminucion de la resistencia y de la rigidez de la estructura y eventualmente a
su colapso. La propagacion de la fisura se describe mediante el criterio de Griffith.

Criterio de Griffith

Segun Griffith, la energia total de una placa fisurada puede expresarse de la siguiente
manera:

E=W-T,  +W, (1.1)
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Figura 1.1 Placa con agujero eliptico sometida a traccion uniforme en el infinito.

Donde W es la energia de deformacion eléstica, Tex es el trabajo de las fuerzas externas y
W; corresponde a una energia superficial asociada a la aparicion de nuevas superficies
durante la propagacion de la fisura. Para el caso particular de una placa infinita con un
agujero eliptico (Figura 1.1), de espesor unitario y de un material isotropo, la energia de
deformacion es igual a:
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W=W, (1.2)

Donde W, es la energia elastica de la placa cuando no hay fisura y E el mddulo de
elasticidad del material.

Segun la hipotesis de Griffith, el término Wy es proporcional a la longitud de la fisura y
tiene por expresion:

W, =4vya (1.3)

Donde v es la densidad de energia por unidad de superficie. Supdngase ahora que la placa
esta sometida a desplazamientos impuestos constantes en el infinito, de tal manera que las
reacciones a esos desplazamientos sean iguales a la traccion S. La expresion (1.1) sigue
siendo valida en ese caso y, ademas, el trabajo de las fuerzas externas es nulo. Se tiene
entonces:

nS?a’

E=- +4ya+ W, (1.4)

La energia total de la placa puede representarse mediante una parabola concava tal y como
se muestra en la figura:
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Figura 1.2 Energia total en funcion de la longitud de la fisura.

Esta figura muestra porqué hay fisura que no se propagan. Supongase que la longitud de la
fisura en la placa tiene un valor inferior al que corresponde al maximo de la curva. Para
propagar la fisura, es decir, para desplazar la longitud “a” hacia la derecha en el grafico de
la figura 1.2, es necesario aumentar la energia total de la placa. Sin embargo, la placa esta
sometida a desplazamientos impuestos constantes. Esto significa que no se le estd
suministrando energia mecanica adicional. La propagacion de la fisura es por lo tanto
imposible, independientemente del nivel de esfuerzo en la punta del a fisura, puesto que la
energia necesaria para ello no esta disponible.

Supongase ahora que la longitud de la fisura tiene un valor igual o mayor al
correspondiente al maximo de la grafica. La propagacion de la fisura ocurre en este caso
con una disminuciéon en la energia total de la placa. Este remanente de energia se
transforma en energia cinética y el proceso de propagacion de la fisura es ahora fisicamente
posible. Este es el criterio de Griffith que se escribe como: dE/da = 0.

En el caso general el criterio de Griffith puede expresarse de la manera siguiente:

G=R (1.5)
Donde:

d dW
G=-——(W-T,,); R="" 1.6
dw-,) w 16

La variable G es denominada “tasa de disipacion de energia” o “fuerza conductora de la
grieta”. Puede observarse que G depende de la geometria, de las propiedades de la
estructura y de sus solicitaciones. En otras palabras G es el resultado de un analisis
estructural. El término R es llamado “Resistencia al agrietamiento” y se admite que es una
propiedad del material, de la misma manera que el modulo de elasticidad E o el esfuerzo de
fluencia oy lo son.

La tasa de disipacion de energia es el resultado de un andlisis estructural, casi siempre
numérico. Una de las maneras posibles de determinar la tasa de disipacion de energia
consiste en determinar la relacion entre la rigidez y la flexibilidad global de la estructura y



la longitud de la fisura. La tasa de disipacion de energia se puede calcular entonces
mediante la siguiente ecuacion.

dF - F(a+ Aa)—-F(a)

1.7
da Aa (1.7)

Donde Aa representa un incremento en la longitud de la fisura suficientemente pequefio.
Los términos F(a) y F(a + Aa) se calculan mediante la relacion F = u/P, donde el
desplazamiento u se determina numéricamente mediante el método de elementos finitos o
elementos de contornos.

La resistencia al agrietamiento R es una propiedad del material que debe ser determinada
experimentalmente. No obstante, se ha encontrado que en numerosos casos R no es
constante sino que depende del incremento en la longitud de la fisura. En otras palabras, al
alcanzarse la resistencia al agrietamiento se produce una propagacion de la fisura que
avanza una cierta distancia y se detiene. Para continuar la propagacion es necesario
aumentar la fuerza y del valor de la tasa de disipacion de energia. Se produce de nuevo un
incremento estable en la longitud de la fisura y asi sucesivamente. Midiendo estos valores
es posible determinar la curva R =R (Aa).

TEORIA DEL DANO CONTINUO

Con la propagacion de una fisura se genera una zona de alta densidad de micro defectos y/o
deformaciones plasticas, sin embargo para que los conceptos de la mecanica de la fractura
sean validos, es necesario que la zona de micro agrietamiento sea muy pequeia con
respecto al tamafio de la estructura. Si por el contrario la zona de micro defectos es
significativamente grande, la mecéanica de la fractura fragil deja de ser valida y se hace
necesario modelar el comportamiento del material durante la creacion de la zona micro
agrietada.

Variable de dafio continuo

Para caracterizar la densidad de micro defectos en el material, se introducird una nueva
variable interna, denominada dafio, que se define a continuacion:
Sea “A” el area de la cara de un elemento de volumen representativo del material. Esta cara
esta orientada segtin la normal n. Sea Ay el 4rea de micro defectos en la misma cara. El
dafio de esa cara o, en el elemento de volumen representativo es:

®, =4 (1.8)



Ay= area de microdefectos
A = area total

Figura 1.3 Dafio en medio continuo

Puede constatarse que ®, puede tomar valores en el intervalo [0,1]. El valor de cero
corresponde a un elemento de volumen que no tiene microdefectos segtin la normal n. El
valor de uno representa un elemento de volumen partido en dos pedazos segin el plano
normal n. En términos generales, el campo w, (;;) representa la densidad relativa de

microdefectos en planos perpendiculares al vector normal n.

O, =0 V n (1.9)

I

El dafio en un elemento de volumen representativo del material puede entonces ser
representado mediante la variable escalar . De esta manera, se tiene que las zonas
deterioradas indicadas en la figura 1.3 puede ser caracterizada como el conjunto de puntos
donde la variable de dafio continuo es diferente de cero. Ello sugiere un enfoque alternativo
al problema de propagacion de fisura. Una fisura podria definirse como el conjunto de
puntos en los cuales el dafio toma el valor de uno. De esta manera no seria necesario
emplear los conceptos de la mecanica de la fractura a nivel microscdopico para predecir la
propagacion de la fisura. También pueden seguirse usando estos conceptos y utilizar la
teoria del dafio continuo Unicamente para modelar el comportamiento del material en la
zona micro agrietada, o para predecir la iniciacion de las fisuras en partes de la estructura
donde estas no existen previamente.

Ley de estado y ley de evolucion de la deformacion plastica

La densidad de microdefectos tiene una influencia importante en el comportamiento
elastico o elastoplastico del material. La introduccion de la variable de dafio en la ley de
estado de un material elastoplastico, se realiza mediante el uso de dos conceptos: El
esfuerzo efectivo y la hipotesis de equivalencia en deformacion.

Considérese una barra microagrietada, como se muestra en la figura 1.4, el esfuerzo de
Cauchy en la barra es igual a la relacion entre la fuerza aplicada sobre el area resistente:
o = P/A. El esfuerzo efectivo se define como la fuerza aplicada sobre el area resistente
efectiva: o =P/(A—A,) .El area efectiva se define como el area total A menos el area de
microdefectos Ay4. Una expresion que relaciona el esfuerzo efectivo con el esfuerzo de

Cauchy y la variable de dafio puede ser obtenida tomando en cuenta la definicion de esta
ultima:
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Figura 1.4 Esfuerzo efectivo

La hipoétesis de equivalencia en deformaciones establece que el comportamiento de un
material dafiado puede ser expresado mediante las mismas ecuaciones que el
correspondiente al material intacto, si se sustituye el esfuerzo de Cauchy por el esfuerzo
efectivo. Asi, la ley de estado del material elastoplastico dafiado puede ser obtenida a partir
de la expresion:

c=E(e—¢,); oloqueeslomismo o=(l-w)E(e-¢,) (1.11)

La funcion de fluencia de un material dafiado también puede obtenerse siguiendo el mismo
procedimiento. Por ejemplo si se considera un material que inicialmente es perfectamente
plastico, se tiene:

f(o,m)=|c -0, = P,

—5, <0 (1.12)

y

La funcion de fluencia de los modelos con endurecimiento cinematica lineal o no se derivan
de manera similar.
La ley de evolucion de las deformaciones plasticas se representa de la siguiente manera:

de. =0 si  flo,m)<0 o df(c,m) <0
{ b (0,0) (0,0) (L13)

de, #0 si  flc,0)=0 vy df(c,w)=0

Daino Unilateral

En los modelos de dafio descritos anteriormente, el dafio en compresion y el dafio en
traccion se acumulan en una misma variable. Asi la pérdida de rigidez o de resistencia
ocasionadas en, por ejemplo, traccion afecta de la misma manera en traccion y en
compresion. Sin embargo, se ha observado experimentalmente que, al menos en materiales
fragiles, esto no es asi. Es probable que ello sea consecuencia del fendmeno de cierre de
fisuras.



Tal y como se ilustra en la figura 1.5, la orientacién de las fisuras de traccion y de
compresion no es en general la misma. Las fisuras creadas en algunos de los casos, por
ejemplo las de traccidn, tienden a cerrarse al cambiar el signo del esfuerzo. Se admite que
el dafno asociado a las microgrietas de traccion o de compresion no tienen influencia en el
comportamiento del material mientras €stas estén cerradas.
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Figura 1.5 Representacion de: a) dafio en compresion b) dafio en traccion

Para modelar matematicamente este efecto, se introduciran dos variables de dafio
denominadas ®" y . La primera representa el dafio en traccion y la tltima, al dafio en
compresion. Cuando se usan ambas variables para caracterizar el deterioro del material se
dice que el dano es “unilateral”. El esfuerzo efectivo en el material para el caso de dafio
unilateral puede definirse de la siguiente manera:

° si >0
-
=<0 si o=0 (1.14)
o si o0<0
1-o

El uso de la hipdtesis de equivalencia en deformacion con la nueva definicion del esfuerzo
efectivo permite obtener la ley de estado en el caso de dafio unilateral:

__o_ lo) (-9
¢ 8*’_15_(1—co+)E (- )E (1.15)

Donde (x) representa de nuevo a la parte positiva de x. Puede constatarse que la tnica
diferencia entre la ley de estado (1.11) y la expresion (1.15) es que en esta tltima, el
modulo de elasticidad efectivo depende de 'y o segun el signo del esfuerzo.

Para hallar las tasas de disipacion de energia asociada a las dos variables de dafio, es
preferible utilizar la energia de deformacion complementaria W™ que, en este caso coincide
con la energia de deformacidn pero se expresa en funcion del esfuerzo y el dafio. Para dafo
fragil con €, igual a cero, la expresion de la energia complementaria es:
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La evolucion del dafio unilateral puede describirse utilizando el criterio de Griffith dos
veces, una para cada variable de dafio, y empleando dos funciones de resistencia al
agrietamiento diferentes. De esta manera puede obtenerse la envolvente parabolica en el
caso del comportamiento en compresion y una envolvente bilineal para representar el
comportamiento en traccion tal y como se muestra en la figura 1.6. La envolvente bilineal
puede obtenerse usando, por ejemplo, la funcion de resistencia al agrietamiento R= A/(B-
Co)* Donde A, B'Y C son constantes que dependen de la pendiente de la segunda rama de
la curva en traccion, modulo de elasticidad E y de la resistencia en traccion del material.
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Figura 1.6 Comportamiento del Concreto empleando un modelo de dafio unilateral.

El comportamiento elastoplastico de un material unilateral puede describirse a partir de la
funcion de fluencia obtenida con la hipotesis de equivalencia en deformaciones y la
definicion de esfuerzo efectivo (1.14).

CINEMATICA DE PORTICOS PLANOS

En el movimiento de los pdrticos planos analizado y modelado desde el punto de vista de la
cinematica (estudio del movimiento sin considerar las causas que lo generan) se introducen
los conceptos: desplazamiento y deformacion, y las relaciones existentes entre ellos. El
desplazamiento permite definir el movimiento de la estructura, mientras que la deformacion
representa el cambio de forma.



Desplazamientos generalizados del nodo “i”.

Se representan mediante una matriz columna {u}it = ( u, up, usz ), donde u; es el
desplazamiento horizontal del nodo “i”, u, es el desplazamiento vertical del mismo nodo y
u; es la rotacion del nodo “i” con respecto a el eje perpendicular al plano que contenga el
portico, ver figura 1.7.

Los desplazamientos de cualquier miembro plano “m” se define por la matriz columna
tqt, =, ¥ {u,} 4w, }'). Los desplazamientos generalizados de todos los nodos de la

estructura se agrupan en una matriz columna {U}' = ( {u};', {u}i', ..., {ul').
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Figura 1.7 Desplazamientos generalizados del nodo 1.

Es importante considerar que la estabilidad de un sistema estructural aporticado se consigue
limitando algunos desplazamientos, es decir, sus valores durante el movimiento de la
estructura son conocidos e impuestos por el analista.

El conjunto de desplazamientos limitados de la estructura se agrupan en un conjunto N,
denominado los apoyos del portico expresados como: U, = U, (t) paraKe N, . El termino

U/ (t) son funciones conocidas en el tiempo y en la mayoria de los casos son nulas.
También, puede definirse las velocidades o aceleraciones en los apoyos mas las

condiciones iniciales en el instante t = 0 permitiendo establecer la historia de las
solicitaciones y analizar problemas de naturaleza sismica.

Deformaciones generalizadas.

Considerando un miembro “m” de un portico plano en el caso de pequefias deformaciones
se denomina deformaciones generalizadas a la matriz columna {¢}'= { ¢; , ¢; , 8}, en la
cual se representan los cambios de forma de los miembros estructurales. Los valores ¢;y ¢;
corresponden a las rotaciones de la tangente en los extremos iy j respecto a la cuerda “i-j”
del miembro respectivamente y J indica el alargamiento de la cuerda “i-j” del miembro
respecto a la configuracion inicial. La representacion fisica y convenio de signo de las
deformaciones generalizadas se indican en la figura 1.8.



Figura 1.8 Deformaciones Generalizadas

Ecuaciones de cinematica.

Las ecuaciones de cinematica establecen las relaciones entre los desplazamientos
generalizados y las deformaciones generalizadas. Las ecuaciones de cinematica o de
compatibilidad se consiguen mediante relaciones geométricas al estudiar los movimientos
producidos por incrementos infinitesimales “dq” en cada extremo del elemento, en las
direcciones de los grados de libertad del miembro y asumiendo que actian de manera
independiente, es decir, uno a la vez mientras los demas son nulos. Ver figura 1.9.
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Figura 1.9 Deformaciones generalizadas en el miembro “ij” producidas por los
movimientos infinitesimales dql, dg2, dg3 en el nodo i.

Al imponer un desplazamiento infinitesimal en la direcciéon horizontal como se observa en
la figura 1.9.a, con la condicién de que los demas posibles desplazamientos permanezcan
nulos, se obtienen los siguientes incrementos en las deformaciones generalizadas:

d¢,=dq, 4>, d¢,=dq >4+, do=-dq cosa (1.18)

Donde a es el angulo de inclinacion entre la cuerda i-j y el eje horizontal “X” en la
configuracion (no necesariamente es la inicial) y L es la longitud de la cuerda i-j en ese
instante.



Realizando un andlisis similar para el resto de los desplazamientos infinitesimales el
extremo “i” que se representan en las figuras 1.9.b y 1.9.c, se demuestra las siguientes
ecuaciones:

d¢i =—dq, *7%; d¢j =—dq, 3%, do =—dq,sena; (1.19)
dg. =dq;; d¢j =0.; do=0. (1.20)

Similarmente se obtienen incrementos en las deformaciones generalizadas debido a los

[13%4]

desplazamientos infinitesimales dqa, dqs y dqe del extremo “j”.

Para el caso donde se producen pequefios desplazamientos, simultaneamente en todos los
grados de libertad del miembro, se obtiene la siguiente expresion lineal de cinematica:

{d }3x1 = [B0]3><6 {dq }6><1 (1.21)

Donde: [Bol,, es la matriz de transformacién local.

sena _cosa , _sena cosa
L L L L
[BO]3><6 _ seisz 3 coLsa 0 — seza coLsa 1 (1.22)

—cosa -—-senax 0 cosa sena O

Para el caso general en el que o y L dependen de los desplazamientos (a (q), L(q) indica la
no linealidad geométrica debido a grandes desplazamientos), se obtiene una expresion no
lineal para la matriz de transformacion. Es posible escribir una ecuacién de compatibilidad
no lineal para el caso general, la cual requiere ser integrada debido a que un miembro pasa
por un infinito nimero de configuraciones intermedias desde la configuracion inicial hasta
la configuracion final. La ecuacion de cinematica se obtiene integrando la siguiente
ecuacion:

(g

{¢}=(Ij[31<q>]{dq} (1.23)

Para obtener una formulacion alternativa del conjunto de expresiones dadas en la ecuacion
(1.23), se considera directamente la transformacion experimentada por el miembro desde la
configuracion inicial hasta una configuracion deformada cualquiera como se observa en la
figura 1.10; posteriormente usando consideraciones geométricas se consiguen las relaciones
de cinematica indicadas en las ecuaciones (1.24).
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Figura 1.10 Configuracion de un elemento en el caso de
grandes desplazamientos.

4 =q,-(a,-aq, donde: , = arctan| 2 950>

AX +q,—q,
¢j:q6_(ao_aq) y L(q):\/((AY"'QS_Q2)2+(AX+C]4_Q1)2) (1.24)
=L, -L,

CINETICA DE PORTICOS PLANOS

Desde el punto de vista de la cinética (estudio del movimiento considerando las fuerzas y
momentos que lo originan) se establece el equilibrio dindmico de la estructura mediante el
principio de los trabajos virtuales estableciendo la relacion entre los esfuerzos
generalizados, fuerzas externas y fuerzas de inercia.

Esfuerzos generalizados.
Los esfuerzos generalizados del miembro se denotan por: {M}'= { m;, m;, n }, donde m; y

m; son los momentos flectores en los extremos i1y j del miembro, respectivamente y n es la
fuerza axial (ver figura 1.11).

Figura 1.11 Esfuerzos generalizados en un miembro de un portico



Fuerzas internas generalizadas.

Las fuerzas internas generalizadas que actiian sobre el miembro en la configuracion
deformada, se agrupan en la matriz columna {Q}"' = {Q1,Q2,Q3,Q4,Q5,Q¢}' segin se muestra
en la figura 1.12. Los subindices corresponden a los desplazamientos posibles de los nodos
en los extremos del miembro.

Figura 1.12 Fuerzas generalizadas en un miembro de un portico plano.

Fuerzas externas sobre los nodos del portico.

Las fuerzas externas serdn definidas por medio de la matriz columna {P}' = {P,, P,,
P3,P4,P5,..., P3n_2, P3n_1, P3n}t, donde:

Los valores Py,Pa,...,P3,» definen las fuerzas en la direccion del eje X aplicadas en las
juntas 1,2,3,...,n respectivamente. Los términos P,,Ps,...,P3, representan las fuerzas en la
direccion del eje Y aplicadas en las juntas 1,2,3,..,n respectivamente. Los valores
P3,Pg,...,P3, definen los momento respecto a un eje perpendicular al plano donde esta
contenida la estructura, aplicados en las juntas 1,2,3,...,n respectivamente.

Al conjunto de fuerzas externas asociadas a los grados de libertad restringidos en la
estructura (desplazamientos limitados, conjunto N,) se les denomina reacciones y son
desconocidas por tanto constituyen una incdgnita del problema.

En la matriz {P}' se incluyen las fuerzas actuantes aplicadas y las reacciones en los nodos
con desplazamientos restringidos (apoyos de la estructura), ver figura 1.1
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Figura 1.13 Sistema aporticado plano con fuerzas externas.



Fuerzas de Inercia.

Las fuerzas de inercia de un miembro de un portico se representan por medio de la matriz:

Y =111} = (m]ig}) (1.25)

El término [m] corresponde a la matriz de masas del elemento y {j}= Z’t;]

corresponde a

la matriz de aceleraciones generalizadas del mismo. La matriz de masa es un dato del
problema y su determinacion puede hacerse en base a los conceptos de la dindmica
estructural.

Alternativamente, pueden emplearse el vector de fuerzas de inercia {[ g} y de masa [m L
b 4

de la barra b referida a los desplazamientos del portico. En ese caso, las fuerzas de inercia
son:

it = {11, =(m, JOl (1.26)

Donde {U } es la aceleracion del portico.

La matriz de fuerzas inerciales {I }pémco del portico se obtiene sumando las fuerzas

inerciales de los todos miembros,

o = bml ) = Z([mg]{U}j _ [masa]{U} (1.27)

b=1

m

Donde: m el nimero de elementos que conforman el portico y [masa] = Z[mg] es la matriz
b=1
de masas del portico.

Ecuaciones de equilibrio dinamico.

El principio de los trabajos virtuales establece que si a un poértico plano constituido por n
nodos y m elementos se somete a un desplazamiento virtual {U’}, el trabajo virtual de las
fuerzas externas debe ser igual a la suma del trabajo virtual de las fuerzas internas y de las
fuerzas de inercia. Lo anterior se puede establecer mediante la siguiente expresion [2]:

T'+T =T  paratodo {U} (1.28)

a e

Si la expresion anterior se verifica, se dice que la estructura estd en equilibrio dinamico. El
trabajo virtual de las fuerzas internas en términos generales se define como el producto de



los esfuerzos por las deformaciones generalizadas. A tal efecto se tiene para toda la
estructura que:

m

=3l v, (1.29)

b=1 b
El trabajo virtual de las fuerzas externas para toda la estructura, se formula como:

T ={Uf{p) (1.30)

El trabajo virtual realizado por las fuerzas de inercia segin el desplazamiento virtual {U }
se calcula como:

T =i (1.31)

Sustituyendo las expresiones (1.29), (1.30) y (1.31) en la ecuacion de trabajo (1.28) se
obtiene:

Sl + o= {P} - paratodo U} (132)

m
b=1

Donde {(I)} son las deformaciones producidas por los desplazamientos infinitesimales

virtuales {U } Usando ecuaciones de compatibilidad y la expresion (1.27) la expresion
(1.32) se puede escribir:

v }’Z[B];{M}b +{UfmlU}=lvf{P} — para todo U} (1.33)

Teniendo en cuenta que la expresion (1.33) se debe cumplir para cualquier desplazamiento
virtual {U *}, se consigue la siguiente ecuacion de equilibrio dindmico:

> [l + ]} (e} (134



En el caso de andlisis estatico la ecuacion de equilibrio se reduce ya que el segundo término
de la ecuacion (1.34) se elimina debido a que no existen aceleraciones en los nodos. De esta
manera se consigue la expresion del equilibrio estatico en los nodos:

m

Y [BLiM}, =P} o Y {0(q)}= (P} (1.35)

m
b=1 b=1

El término {Q(q)}:[B(q)]Z{M } representa el equilibrio de un miembro; el cual sera

utilizado para resolver el problema local en la implementacion numérica del problema,
como se vera en el capitulo 3.

PORTICOS ELASTICOS LINEALES O NO LINEALES

Las ecuaciones de cinematica y de cinética definidas anteriormente, no son suficientes para
realizar el andlisis de una estructura, ya que en ninguna de ellas se ha tomado en cuenta el
material del cual estdn constituidos los miembros del portico. Para definir completamente el
problema se incluird en el sistema una nueva ecuacion matricial para cada miembro del
portico plano, en la que se definirdn relaciones entre los esfuerzos generalizados {M} con
las deformaciones generalizadas {¢}. Estas relaciones se llamaran “Ley de
comportamiento”, en las cuales se toma en cuenta al material del portico, de manera que,
para dos poérticos de geometrias semejantes pero diferentes materiales (concreto y acero por
ejemplo) las ecuaciones de compatibilidad y las de equilibrio son totalmente iguales y s6lo
las leyes de comportamiento diferencian ambos casos.

Ley de comportamiento elastica lineal.

La ley de comportamiento del elemento viga- columna eléstico lineal se obtiene realizando
un analisis del miembro tomando como base la teoria clasica de vigas de la resistencia de
materiales o vigas de Euler-Bernoulli (no se considera las flechas debidas a las fuerzas
cortantes). Mediante esta teoria se relacionan las flechas, las fuerzas externas distribuidas,
las fuerzas axiales y los desplazamientos axiales; Florez [2] demuestra dichas relaciones
obteniendo finalmente que la ley de comportamiento eldstico lineal del elemento viga-
columna para cargas distribuidas nulas, se define como:

G 0] fo
M} =[Sfipj=| 21 <& 0| <o, 6 (1.36 )
0 0 2|15



3EI 6EI i
Wi =[FiIMj=|-4 & 0 Km, (1.36 b)
0 0 ﬁ n

Donde: [S] es la matriz de rigidez del miembro y [F] es la matriz de flexibilidad del
miembro.

En el caso general donde las cargas distribuidas sobre el miembro no sean nulas, es
necesario anadir a la expresion (1.36 a) un término adicional debido a que las condiciones
de borde son diferentes del caso anterior. El término adicional define los esfuerzos
generalizados iniciales, representado por {M°} y solo depende de la carga externa aplicada
al miembro. En consecuencia, la ley de comportamiento elastico \ lineal de un elemento
viga-columna para cargas externas diferentes de cero, se define como:

{m}=[s}o}+ v (137)

PORTICOS ELASTOPLASTICOS.

El modelo elédstico no considera la posibilidad de que bajo solicitaciones externas se
produzcan deformaciones generalizadas permanentes, es decir, deformaciones remanentes
bajo cargas nulas. No obstante, la evidencia experimental muestra que cuando una
estructura se somete a cargas externas que sobrepasen cierto limite, se presentan
deformaciones permanentes, que pueden ser muy significativas. La ley de comportamiento
que toma en cuenta este fendmeno son denominados modelos plasticos o elastoplasticos
basados en el concepto de rotula pléstica.

Ley de comportamiento elastoplastica para miembros de un poértico plano.

Partiendo de la hipotesis de plasticidad concentrada, la cual supone que un miembro de un
poértico esta compuesto por una viga-columna elastica (lineal o no) y dos rotulas plasticas
en los extremos, (ver figura 1.14) se introduce una nueva variable interna, el vector de
deformaciones plésticas generalizadas: {¢}'= {¢", ¢;", 0.}".

Donde: ¢ define la rotacion plastica en la rotula i, y ¢;” define la rotacion plastica en la
rotula j, ambas medidas con respecto a la cuerda deformada.

b 2
\—> Rotulas plasticas 4—/ <

Figura 1.14 Modelo de plasticidad concentrada.



Las deformaciones totales del miembro {¢}, se descomponen en las deformaciones de la
viga-columna {¢"“} mas las deformaciones de las rotulas plasticas {¢"}.

{o}=1o}+ 1o} (1.38)

La ley de comportamiento es el conjunto de expresiones que permiten calcular los
esfuerzos conocida la historia de deformaciones. Al sustituir la expresion (1.38) en la
expresion (1.36a), su resultado no puede ser considerado como la ley de comportamiento,
puesto que el vector de deformacion plastica {¢°} no es conocido a priori y depende
también de la historia de las deformaciones. Es por ello que la ley de comportamiento se
definird por medio de la ley de estado (1.39) y las leyes de evolucion de las nuevas
variables internas, {§"}.

La ley de estado (relacion entre los esfuerzos generalizados, deformaciones generalizadas y
las variables internas) para un miembro elastoplastico, se escribe como:

M} =[sllo— o7 }+ M (1.39)

Donde: {M°} es el vector de los esfuerzos generalizados iniciales. [S] es la matriz de
rigidez de la viga columna eléstica.

Para definir por completo la ley de comportamiento es necesario definir una nueva relacion
que permita calcular las nuevas incognitas, {¢p"}. Estas relaciones se obtienen a través de las
leyes de evolucion y funciones de fluencia o criterio de plasticidad. En cada rétula pléstica
existe una funcion de fluencia; estas en el caso de rotulas plasticas perfectas son:

f, (mi) = ‘ml\ -m, <0.
‘ (1.40)
fj(mj):‘mj‘ -m, <0

Donde: f; y fj son las funciones de fluencia de las rétulas 1 y j respectivamente, y my es el
momento de fluencia de la seccion transversal del miembro.

La ley de evolucion de las deformaciones plasticas generalizadas del miembro esta
constituida por:

dd)? =0 si fi <006 dfi (m.) <0 Plasticidad inactiva
1 (1.41.a)
=0 o df. =0 Plasticidad activa
1(mi)

(m.,)

d¢f 0 sify o
1



dd)f =0 si fj(mj) <006 dfj(mj) < (0 Plasticidad inactiva La1h
d¢§’ #0 sif. =0 6 df =0 Plasticidad activa (1.41.b)

j(myj) j(mj)

La ley de estado (1.39), y las leyes de evolucion (1.41) constituyen la ley de
comportamiento generalizada del modelo elastoplastico perfecto para un miembro de un
portico plano. Las ecuaciones cinematicas (1.23), las ecuaciones de equilibrio (1.35) y las
ecuaciones de comportamiento del miembro (1.39) y (1.41) permiten definir el
comportamiento de podrticos elastoplasticos.

Porticos elastoplasticos con endurecimiento.

El comportamiento de la rétula no tiene que ser perfectamente pléstico, es posible
introducir términos dentro de la funcion de fluencia que tomen en cuenta el endurecimiento
por deformacidn, como se manifiesta en los ensayos experimentales.

El endurecimiento puede ser incorporado por el desplazamiento del dominio eldstico sin
aumento de su tamaifio, el cual se denomina endurecimiento cinemdtico, como se muestra
en la figura 1.15a. Por definicion el dominio eléstico es el rango de valores de los esfuerzos
generalizados a flexion donde se cumplen las funciones de fluencia.

También el endurecimiento puede ser representado por un aumento del tamafio del dominio
elastico sin desplazamiento de su centro, denominado endurecimiento isotropo, indicado en
la figura 1.15.b.

a) mt {' b) m?t LR
M, +
M M R<]L A v

y y
M,- X T
_ - Dominio
-7 X R elastico _
>0, inicial > 0,

Dominio elastico después
del endurecimiento

v -M,-R

=
Figura 1.15 Representacion de los dos tipos de endurecimiento: a) Endurecimiento cinematico
lineal. b) Endurecimiento Is6tropo.

Considerando ambos efectos de endurecimiento, cinematico e isotropo, la funcion de
fluencia aplicada a cada rétula puede escribirse de la siguiente manera:



gf; :‘mi -X;
fj=\mj—Xj\—(my+Rj)

—(m, +R))
(1.42)

Las variables “X” corresponden a la posicion del centro del dominio eléstico en el espacio
de momentos flectores. La ley de evolucion de cada variables “X” considerando un
endurecimiento lineal se definen como: X = ¢¢”. Donde: ¢ representa a una constante que es
funcion del material.

El valor de “R” en las ecuaciones (1.42) representa el efecto de endurecimiento isotropo.

El andlisis de porticos elastoplésticos se puede resolver de dos formas. La primera, seria, un
analisis estructural que puede ser transformado en una serie de problemas eldsticos con
articulaciones internas. Este procedimiento es aplicable so6lo si el problema planteado es
geométricamente lineal, estitico y con rotulas perfectas. Cada uno de los problemas
elasticos corresponde a un incremento de carga y las rotulas plasticas que aparecen en la
estructura son representadas por medio de articulaciones internas. Esto es posible ya que
durante un incremento de carga, el incremento de momento en la rétula plastica es nulo.
Cuando se introduce alguno de los términos no lineales o dindmicos en el problema o
cuando las rotulas presentan endurecimiento, se empleara otra manera para resolver el
analisis estructural. En la cual es necesario emplear un procedimiento paso a paso y
discretizar las aceleraciones nodales usando algun algoritmo de integraciéon numérica, como
por ejemplo el método de Newton. También es necesario resolver un sistema de ecuaciones
compuesto por la ley de estado, las leyes de evolucion de las rotaciones plasticas y las
funciones de fluencia. El método comunmente utilizado para resolver este sistema de
ecuaciones se llama algoritmo predictor-corrector.

En los porticos elastoplésticos no se tiene un limite en la deformacion, ni se considera

pérdida de rigidez, es decir hay ductilidad infinita y no existe cambio de rigidez. En el
modelo que se presenta mas adelante se tomaran en cuenta estos efectos.

PORTICOS ELASTOPLASTICOS ACOPLADOS AL DANO.

Las estructuras durante su vida util podrdn someterse a solicitaciones eventuales
significativas, tales como: sismos, impactos, asentamientos inesperados en los apoyos,
entre otros. Debido a las sobrecargas a las que se someteria la estructura se generar dafios
localizados y bien significativos en los elementos de la estructura.

Evaluar o predecir los dafios causados por las sobrecargas es un problema muy importante
en el &mbito de la ingenieria estructural. Es por ello que en la Universidad de los Andes se
ha creado un modelo que combina los conceptos de rotula plastica con la teoria del dafio
continuo. Es decir, los modelos de porticos con plasticidad concentrada se modificaron para
incluir los conceptos de la teoria de dafio, dando como origen a la “teoria del dario
concentrado”.



Teoria del dafio concentrado para cargas monotonicas.

Para modelar el problema se utiliza el modelo de disipacion concentrada, el cual representa
cada miembro de la estructura como el ensamblaje de una viga-columna elastica y dos
rotulas inelésticas ubicadas en los extremos de la viga-columna, ver figura 1.16.

El modelo admite que la disipacion de energia, dafios y plasticidad, se concentran en las
rétulas mientras que el tramo central de la viga-columna permanece eléstico (lineal o no).

§Ou.f¥b%awniha shéxwa@%
B & / o

Rotulas Inelasticas «—

Figura 1.16 Modelo de inelasticidad concentrada.

Siguiendo el mismo esquema tedrico, las deformaciones generalizadas totales {¢} del
miembro aporticado ineléstico estan definidas por la suma de las deformaciones de la viga-
columna elastica {¢"°} mas las deformaciones generalizadas plasticas {¢"} (debido a la
fluencia del acero), mas las deformaciones generalizadas debidas al dafio {¢?} (por el
agrietamiento del concreto o pérdida de rigidez y pérdida de resistencia), resultando:

oF =10+ for |+ fo* J= [Fv} + o+ o (143)

Para obtener la ley de estado de un elemento elastoplastico degradable es necesario definir
como se obtiene las deformaciones generalizadas debido al dafio {¢° }.

Segun la teoria de dafio continuo para modelar el proceso de degradacion mecanica del
material y su comportamiento resultante, se introduce una variable (dafio) que toma valores
entre cero y uno. El dafio en ese caso mide la densidad relativa de los microdefectos en el
material. Tomando este concepto, en el modelo de porticos elastoplastico degradable, se
consideran variables de dafio a el conjunto de variables {D}' = {d;,d;,ds}, las cuales
representan el dafio por flexion en la rotula i y en la rétula j y el dafio axial del miembro
respectivamente.

Florez-Lopez [2], postula que las deformaciones debido al dafio son:

o'f=[c fim} (1.44)

Donde:
[Cp)] es la matriz diagonal de flexibilidad de las rotulas inelésticas.
{M} son los esfuerzos generalizados del miembro.



ldid E 0. 0
dj o
lco]=l o E, 0. (1.45)
1-d,
dn o
0 o R

Sustituyendo la expresion (1.44) en (1.43) se tiene:

foy=[FJ}+ o+ [c o, M) = {0} - {07 | = [F]+ [c o, M} (1.46)

Definiendo [Fp)] = [F 1 + [Cp)] como la matriz de flexibilidad de un miembro
elastoplastico degradable y a su inversa como la matriz de rigidez del mismo ([Sp)]=[Fm)]™),
se consigue la siguiente ley de estado para el miembro:

o} 1o" }=[Fo, M} = M} =[5 fio - 07} (1.47)

En el caso de pequenas deformaciones y para un miembro de seccidn transversal constante
A, Inercia I, modulo de elasticidad E y longitud L, la matriz de flexibilidad [Fp)] y de
rigidez [S(p)] se escriben como:

L b
3EI(I-d,)  6EI
L L
[Fo =] - 0. (1.48a)

6El  3EI(1-d,)
L
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4-dd;, L 4-dd, L
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0. 0. 1-d.)—
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Por otro lado, se demuestra que las deformaciones generalizadas {¢ - ¢’} y los esfuerzos
generalizados {M} pueden deducirse tomando como base la energia complementaria U” del
miembro y la energia de deformacion U del miembro.

La energia complementaria de un miembro elastoplastico degradable (U") se expresa como
la suma de la energia complementaria de la viga-columna elstica (U"y.) mas la energia
complementaria de las rotulas inelasticas (U').

Si se consideran pequefias deformaciones, la energia de deformacion del miembro (U)
debido al aporte de la viga-columna elastica mas el aporte de las rotulas inelésticas, se
puede formular como se indica en la expresion 1.49c.

U" =U, +U; = H{M} [F}M}+ 1 {m} [C<D> ]{M} (1.49 a)
U" = LMY [Fyp, M) (1.49 b)
U= -0 5 Jo-07) (149 ¢)

Segun la teoria clasica de la mecanica de la fractura y el dafio continuo, las fuerzas que
producen dafio {G} pueden interpretarse como las fuerzas termodindmicas asociadas a las
variables internas dafio {D}. Estas fuerzas se definen como la derivada de la energia de
deformacion complementaria con respecto al dafio:

ou” Fi( m, ’
ad, 2 (-4

ou’ ou” E,( m;
{G}:{}: 4 (=12 j (1.50)

2l (1-4d)
ou’ Fy( N
ad, 2 | (1-d,)




Al ingresar las nuevas variables internas tales como el dafio {D} y las deformaciones
plasticas {¢"}, se debe introducir nuevas ecuaciones denominadas leyes de evolucion de las
variables internas, logrando con estas leyes y la ecuacion (1.47) definir por completo la ley
de comportamiento.

Las leyes de evolucion se expresaran con ayuda de las funciones de fluencia (f) y de dafio
(g) para cada rétula inelastica. Dichas funciones dependen de las tazas de disipacion ({M}
y {G})y las variables internas ({d¢’} y {dD}).

Las funciones de fluencia se obtienen en base a la hipotesis de equivalencia en
deformaciones, la cual consiste en admitir que el comportamiento del material danado es
igual al de un material intacto siempre y cuando se sustituya el esfuerzo por el esfuerzo
efectivo [2]. En elementos de concreto armado de seccion transversal constante sometidos a
flexion y despreciando los efectos axiales, se proponen las funciones de fluencia (f) y dafio
(g) siguientes:

f=M-X-R
A In(1—d) (1.51)
&=C (G”q (1—d>J

En donde la funciéon de fluencia presenta términos de endurecimiento cinemadtico (X) e
isotropo (R). Estos términos de endurecimiento seran funcion de las caracteristicas del
elemento y de las variables internas (dafio y deformaciones plasticas). De una manera
empirica se puede expresar los términos de endurecimiento X y R de la siguiente forma:

X=c¢’(1-d) ; R=M,(1-d) (1.52)

Donde “c” y “M,” son constantes que caracterizan al miembro.

En las funciones del dafio, el termino G representa la fuerza termodindmica asociada al

[Pt

dafio, “G¢;” y ““q” son constantes que caracterizan al miembro.

Razonando los limites de la plasticidad, es decir las funciones de fluencia, se tienen las
siguientes leyes de evolucion para las deformaciones plasticas en cada rotula:



. | Plasticidad Inactiva d¢f =0 si f, <0 o6 df <O
Rotulai

Plasticidad Activa d¢f #0 si f, =0 y df =0
(1.53)
. | Plasticidad Inactiva d¢} =0 si f; <0 o df;<0
Rotula j .. . .
Plasticidad Activa d¢] =0 si f;,=0 y df; =0

La propagacion del dafio (aumento en los valores del dafio) se garantiza, usando el criterio
de Griffith, cuando la tasa de disipacion de energia (G) se hace igual a el valor critico (G
+(q/(1-d))*Ln(1-d)) denominado “la resistencia del agrietamiento”. Las leyes de Evolucion
del dafio en cada rotula se escriben como:

.| Nohaydanocuando d¢? =0 si f, <0 o df <0
Rotulai _ ] '
Existedafiocuando d¢f #0 si f =0 y df =0
(1.54)
|Nohaydafiocuando d¢® =0 si f. <0 o6 df <0
Rotula j . N ! . y
Existedafiocuando d¢} =0 si f;=0 y df; =0

Obtencion de los parametros del modelo simplificado de daiio.

Los pardmetros “c”, “My”, “G¢” y “q” no tienen una interpretacion fisica, sin embargo
pueden ser calculados mediante la resolucion de un sistema de ecuaciones no lineales para
condiciones limites. Estos parametros son funcion de las propiedades del miembro, tales
como el momento de agrietamiento, M, el momento plastico, M,,, el momento tltimo, M,,
y la deformacion plastica ultima, ¢",. En el caso de cargas monotdnicas el sistema a
resolver es el siguiente:

Si M=M_, = d=0. y g=0. (a)
Si M=M, = ¢"=0 , g=0. y f=0. (b) (155)
Si M=M, = dM=0 y g=0. (©)
Si M=M, = ¢"=¢ , g=0. y f=0. (d)

Constante “G.,” del modelo de dafio simplificado.

[P

Para determinar G, se usa la funciéon de dafio “g” y la condicion de borde dada en 1.55(a),
la cual indica que el miembro todavia no se ha dafiado pero inicia el proceso de dafio, d =0

yg=0.



B 0 2
In(1-d) = G=G,_, segunlaexpresion(2.50) G = M

=0.=G-G_ - , =
g cr q (l—d) cr 2(1_d)2

Sustituyendo M = M, y d = 0 se obtiene el siguiente valor de G;:

3 F°M2

Gcr
2

(1.56)

Constante “q” del modelo de dafno simplificado.

El parametro q se consigue mediante la condicion de borde dada en 1.55(c), la cual indica

que existe un valor de dafo igual al dafio ultimo (d = d,) la funcion de dafio “g” es cero (g =
0). Se Despeja el valor de la tasa de disipacion de energia, G, quedando:

_ _ o 2
g:G_Gcr_qln(l d_, G:Gcr+qln(1 d_ F°M 2
(1-d) 1-d)  2(1-d)

(1.57)

Subsiguientemente se derivara implicitamente respecto al dafio la expresion obtenida para
“G”, y se sustituye dM = 0, quedando:

ZMdeM:—2Gcr(1—d)—q[ln(1—d)]+q=O (1.58)

Aplicando las condiciones de borde M = M,, y d = d,, en las expresiones (1.57) y (1.58)
finalmente se plantea un sistema de ecuaciones para obtener el valor del dafo ultimo (d,) y
el parametro “q”, dicho sistema se formula en (1.59):

~2G,(1-d,)—q[In-d,)+1]=0
) +qln(l—du) _ P°M; (1.59)
(1-d,) 20-d,)’

Constante “My” del modelo de dafio simplificado.

Debido a que existe dafio en el miembro, se sigue cumpliendo que g = 0; ahora si se
considera el instante donde comienza la plasticidad (f= 0) y se sustituye M = M,, ¢" =0,

d = d, en las ecuaciones (1.51), resulta un sistema de ecuaciones no lineal, dicho sistema se
obtiene usando la condicion de borde (1.55b) como se muestra continuacion:



B In(1-d)
| (1—d) =0.
f=M-(1-d)c¢’ -(1-dM, =0

g=G-G

: (1.60 a)
si ¢°=0,d=d, y M=M =
MyziMp
(1-d,)
F°M? In(1-d
P n(l-d,) (1.60 b)

G=_—"5= cr+q7
2(1-d,)’ (-d,)

Al resolver el sistema definido por (1.60 a) y (1.60 b), se obtendran los valores del
parametro “M,” y del dafio “d,”.

Constante “c” del modelo de dafio simplificado.
El parametro “c” se obtiene haciendo cumplir la condicion de borde 1.55 (d), en la cual

existe deformacion plastica y dafio ultimo. De la expresion (1.51) se despeja el valor de “c”
haciendo cumplir la plasticidad f = 0, luego se sustituye M = Mu, ¢° = ¢, , resultando:

f=M-(1-d)co’ —(1-d)M, =0.

u

-M 1.61
o_a-d) e

by

La teoria del dafio simplificado permite obtener resultados satisfactorios en simulaciones de
porticos planos bajo solicitaciones monotonicas. Sin embrago, una estructura en su vida util
podra estar sometida a cargas ciclicas, razon por la cual no es conviene usar el modelo
simplificado. Debido a que dicho modelo no puede representar el comportamiento
histerético del dafio ni la fatiga de bajo ciclaje. Razon por la cual se debe modificar el
modelo simplificado para lograr representar tales efectos. La fatiga de bajo ciclaje es debida
a que el incremento del dafio puede ocurrir durante fases de carga atin cuando el valor del
desplazamiento maximo se haya alcanzado en el primer ciclo de carga. A continuacién se
define en un modelo de dafo concentrado que solventa las limitaciones del modelo
simplificado.



MODELO HISTERETICO ELASTOPLASTICO DEGRADABLE CON FATIGA DE
BAJO CICLAJE.

Basandose en el modelo de dafio concentrado, se plantea un nuevo modelo, en el cual se
incorporan los efectos histerético del dafio y la fatiga de bajo ciclaje. Este nuevo modelo es
denominado Modelo Histerético de Dafio con Fatiga de Bajo Ciclaje (MDC).

En el caso histerético de dafio se consideran secciones asimétricas de concreto armado
(cantidades diferentes de acero superior e inferior), razén por la que existiran propiedades
positivas y negativas. Para considerar el efecto variable del dafio, se admiten tanto las
variables de dafio por flexion debido a las acciones positivas ({D'} = {d;", d;"}) como las
debido a las acciones negativas ({D"} = {d; , d;’}), ver figura 1.17.
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Figura 1.17 Representacion del estado de dafo de un miembro
de concreto armado, bajo las acciones positivas a flexion.

Si un pardmetro de dafio por flexion toma un valor de cero, entonces el modelo representa
en los extremos una union rigida (no hay deterioro del material). Si toma un valor de uno,
el modelo representa en los extremos el comportamiento de una articulacion interna en el
portico elastico.

La evolucion del dafio por flexion debido a acciones positivas, no tienen ninguna influencia
sobre el comportamiento del miembro bajo acciones negativas. En miembros de concreto
armado este tipo de comportamiento puede justificarse como consecuencia del cierre de
grietas cuando la carga cambia de signo.

Ley de comportamiento para el modelo histerético elastoplastico degradable con
fatiga de bajo ciclaje.

Para definir la ley de comportamiento en este caso, es necesario modificar la ley de estado,
los términos de endurecimiento, las funciones de fluencia asi como las leyes de evolucion
del dafio del modelo de dafio concentrado, definido anteriormente.



Considerando la posibilidad de cargas reversibles (positivas y negativas), la energia de
deformacidon complementaria de un miembro elastopléastico degradable puede expresarse:
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M} = [a%q)} (1.63)

donde:
[Fio+] = [F°] + [Cipn] define la matriz de flexibilidad de un miembro dafiado bajo
las acciones positivas,
[Fpy] = [F] + [Cip,] es la matriz de flexibilidad de un miembro dafiado bajo las
acciones negativas,
{M"} define el vector de esfuerzos generalizados debido a las acciones positivas, y
{M’} define el vector de esfuerzos generalizados debido a las acciones negativas.

Ley de estado del modelo histerético degradable.

Al derivar la energia de deformacion complementaria de un miembro histerético degradable
(expresion (1.62)) respecto a los esfuerzos generalizados, se obtiene la ley de estado del
modelo histerético, como se expresa en (1.64):

toh=lor}= {2[;4} [y b, ) (1.64)

Fuerzas termodinamicas asociadas al dano.

En el modelo histerético para porticos planos, se establece que para cada término de dafio
(di+,di-,dj+,dj-) existe una fuerza termodinamica asociada al mismo, lo que permite decir que
se tiene un total de cuatro fuerzas termodinamicas asociadas al dafio (G;', Gy, Gf, Gy).
Dichas fuerzas representan la taza de disipacion de la energia de deformacion
complementaria del miembro respecto al dafio. A continuacion se formulan dichas fuerzas:
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(1.65)

En nuevo modelo de dafio, que se describe (MDC), se deben cumplir las siguientes

condiciones de admisibilidad de acuerdo a los principios de la termodinamica:

(m, —X,)d¢? 20 dd; >0 dd >0
(m; ~X,)d¢? 20 dd; >0 dd; >0

Leyes de evolucion de las variables internas.

(1.66)

En el nuevo modelo, MDC, las variables internas siguen siendo las deformaciones plasticas
y las deformaciones debido al dafio, como en el modelo del dafio descrito anteriormente.

Leyes de evolucion de la plasticidad.

Las leyes de evolucion de la plasticidad en modelo MDC son similares a las empleadas en
el modelo de dafio concentrado monotonico. Solo existe discrepancia en las funciones de
fluencia, ya que en ellas se modifican los términos de endurecimiento (X, R) para tomar en
cuenta el comportamiento histerético. Ahora la funcion de fluencia de las rétulas iy j del
miembro tienen dos expresiones, una para las acciones positivas y otra para las acciones

negativas.

Las funciones de plasticidad en cada articulacion son:
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Donde:

X", X, Xf, X;'son los términos de endurecimiento cinematico en la rotula 1y j,
bajo las acciones positivas y negativas, respectivamente.

R, R, R;", Ry’son los términos de endurecimiento isétropo en la rotula i y j, bajo
las acciones positivas y negativas, respectivamente.

Las funciones de “X” y “R”, positivo y negativo en cada rotula del elemento, se escriben
como:

T=alci P X =ac ¢’
Rotulaid o~ Li%i® Rotula j§_ ' ! J_(I)J (1.68)
L =agc o) Xj =ajc;¢]
+ _Qtat + * —RBtetdhP +
Rotula 1 Ri B Bicipi +M“_ Rotula j R{ BJCJ(I); +My{ (1.69)
R; =B;c;p; +Myi R7 =B;c;¢] +Myj

Donde:
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a”, “c”, “B” y “M,” son constantes que caracterizan al miembro en ese instante, y
corresponden a los nudos “i” y “j”del miembro bajo el signo de las acciones
(positivo o negativo), y
“p” define la maxima deformacién plastica alcanzada en cada rétula, se considera
como un valor absoluto.
Los términos “a” y “B”son siempre valores positivos en el intervalo comprendido entre
cero y uno (0,1) y se relacionan mediante la siguiente expresion: o + B = 1. Dichos
términos (ov y ) pueden ser interpretados como el porcentaje de la contribucion del
endurecimiento cinematico e isotropo, respectivamente, al endurecimiento que depende de
-

las deformaciones plasticas del modelo MDC. Durante el analisis los valores “a” y “B” se
consideran constantes. Se recomienda que en estructuras de concreto armado se tome

valores de a entre 0.80 a 0.95.



Leyes de evolucion del dafio.
Las leyes de evolucion del dafio no son iguales a las del modelo anterior, ya que se deben
modificar para tomar en cuenta la fatiga de bajo ciclaje. Sin embargo las nuevas leyes

representan el caso monotonico, como un caso particular.

Las leyes de evolucion del dafio, en el modelo MDC, se definen como funciones de dafio
independientes tanto para las acciones positivas como las negativas en cada rotula, iy j.

Las leyes de evolucion del dafio bajo acciones positivas, se formulan como:

° ° +\Z" . . G+ z
d’ =[Gi+j(Gi)+ si G =G, dj+ =(Gj*j(’)+ si Gj+ =G,
Rotula R a Rotulg R} adji (1.70)
d’ =0. si G <G, d: =0, si G <G,

Las leyes de evolucion del dafio bajo acciones negativas, se formulan como:

< (- v (o) 6y
d:’ = [G;J(Gl)a si Gl_ > GCr d}— = [G] jjaR S1 CIJ > Gcr
.z ORY _ __0R:
. R7)? i . (R: )Z J
Rotula i R{) od- Rotula j j ad; (1.71)
di =0. si Gi <G, dj =0. si Gj <G

Donde:

* Los términos “G;”, “G;™”, “Gj+”, “G;i™ representan las fuerzas termodindmicas
asociadas al dafo positivo y negativo en las rotulas i y j respectivamente, definidas
en la expresion (1.65).

* Los términos “R;™, “R;™, “Rf”, “R;™ definen la resistencia al agrietamiento para
la parte positiva y negativa en las rotulas i y j respectivamente, formuladas en
(1.69).

* Los parametros “z” y “z™ controlan el incremento del dafio por fatiga de bajo
ciclaje en cada ciclo de carga. Estos parametros son funcion del dafio, mediante una
relacion cuadratica. El valor de “z” disminuye al aumentar el dafio y varia entre el
intervalo de cero a treinta (0 < Z <30). Para obtener el valor del parametro se evalua
la siguiente expresion:



 2.5+30(du-1)
° du(du-1)

z=a,d’+a,d+30 ,donde: a , a, =—(a, +30)

En la cual, “d” representa el dafo en instante considerado y “d,”define el dafo
ultimo.

* Los términos “Ge,” son el mismo parametro definido en el modelo anterior, pero
calculados para acciones positivas y negativas en cada rétula.

En las nuevas leyes de evolucion del daio se considera que el incremento del dafio puede
ocurrir durante las fases de carga atn cuando el valor del desplazamiento maximo se halla
alcanzado en el primer ciclo de carga, ademds se toma en cuenta que el incremento del
dafio es nulo durante las descargas elasticas.

El modelo de dafio concentrado con fatiga de bajo ciclaje, queda finalmente definido
mediante las ecuaciones de cinematica (1.21) o (1.24), dependiendo si existen grandes o
pequeios desplazamientos, las ecuaciones de equilibrio (1.33) 6 (1.35), andlisis dinamico o
estatico, la ley de estado (1.64) las leyes de evolucion de plasticidad (1.53) en las cuales se
considera “fi” y “f{”como el mayor valor entre las funcion de fluencia dadas en (1.67),
respectivamente; las leyes de evolucion del dario (1.70) y (1.71).



